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Aufgabe 21

a) Zu zeigen: Fiir —oo < a < b < +oo und f, g € L?([a, b]) gilt

<(/ ’ If(w)lzdxf (/ b \g(acﬂdac)é

1
In Blatt 4, Aufgabe 19a)-c) wurde gezeigt, dass durch || f||2 := ([ |f(2)[*dz)? eine Norm (némlich
die p-Norm fiir p = 2) definiert wird. Benutze Teil c):

2-0F - Fll <20 (1 fll2 - 11F ]l

Eliminiere 2 und setze in der obigen Abschitzung f’ := g:

I1f - gl < 1 fll2 - llgll2

Fiir das Integral iiber [a, b] gilt entsprechend

<(/ b If(:v)|2dw>é (/ b |g<x>2dx>;

b) Sei —o0 < a < b < +oound {a =xz9 < 21 < ... < xy = b} eine Zerlegung von [a,b] C R; (x¢, fo),
vy (N, fN) Stiitzpunkte.

Zu zeigen: f |s'(x)|?dz < f |¢’(z)|?dx V¥ absolutstetigen Funktionen g.

(*) — 5|2 = /|g —5( de_Z/x“ (z)|2dz =
—Z/m =2 (0)9/(0) + o (2)?) o =

‘Z/x“ dm+z/xkl wide=2-30 [ g @)@

Aus 21a) ldsst sich folgende Abschétzung herleiten:

/:1 §' ()8 (2)dz < (/:1 g’(gc)zdgc)é , (/x:kl s’(x)zdx> >

Nach Angabe ist g(z;) = f; = s(x;):

= /x:: g (x)s (z)dx = ( - . (/x:: s'(:z:)%la:))é =
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s'(z)?dx
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Der obige Ausdruck (*) ldsst sich somit weiter entwickeln:

N Ty
g/ = s'|12 = Z/ dx+2/ )2z -2 Z/ ) =
k=1 Tk—1 Tk—1

ki/z df”—Z/x“ de—/\g \dx—/ls )P de

Aus 0 < [lg’ = s'[|* = [|g'||* — [|s'[|* folgt

b b
Is"l1* < 119"l =>/ |8 () S/ g (2)|*da
a a

Aufgabe 22
(i) Dividierte Differenzen fiir p:
pl0] =1
pl0) =1 p[0,0] =p'(0) =0

p[l]=3 p[0,1] =2 p[0,0,1] =2

p[1]=3 »p[,1]=p'(1)=a p[0,1,1]]=a—2 p[0,0,1,1] =a—

= p(x) = p[0] + p[0,0] - = + p[0,0,1] - z* + p[0,0,1,1] - 2

=1+222 + (a —4)2%(x — 1) = 1+ 2% + (aa?

=1+ 622 — 423 + aa® — az?
Bilden der 2. Ableitung:

p(z) =122 — 1222 + 3az? — 20z

p’(z) =12 — 24z + 6ax — 2«

(ii) Dividierte Differenzen fiir ¢:

g1} =3 ¢[3,1] = -2 q(3,3,1] = -1

g =3 ql,ll=q)=a ¢3,1,1]=-22

= q(z) = q[3] +¢(3,3] - (x = 3) + ¢[3,3,1] - (z —

— 4 (x —1) =1+ 222 + aa®

q[37 37 17 1] vy

3)2 + Q[37 37 ]-7 1] : (‘T -

3% (z—1)

— 43

—az? +42% =



:—1—4(:6—3)—(;U—3)2+%(1:—3)2(33—1):
:—1—4x+12—m2+6x—9+%(x3—6x2+9x—x2+6x—9):

:24—295—9524-g

1 (2 — 72° + 152 — 9)

Bilden der 2. Ableitung:

d(z)=2—2z+ 3%:& - 14%1« + 15%

3 7
" ()= -2+ 6%95 - 14% =-2+ J0% — 5@
(iii) Setze p”(x) = ¢"(z) (Forderung):

12 — 242 + 6oz — 20 = —2+%ax—%oz

14 —24x = %owc — %oz — b6ax + 2«
14-24z = a(3z-1-62+2)
14 — 24 = a(—%x—%)
_ 14—24z 14—24z 28 —-248r 28 —48 —20 20 5
o = = = = = = —_-——= -
—Jzr—3 =9z=3 —9x — 3 —12 —-12 12 3
Aufgabe 23

Splinefunktion: (anfO) = (Ov 1)a (thl) = (1a 2)7 ('1:27 f2> = (338)’ (l‘g,fg) = (4’ 16)
Wir bestimmen den kubischen Spline mit natiirlichen Randbedingungen, d. h. s{ =
Absténde der vorgegebenen Stiitzstellen berechnen sich leicht zu hg =1, hy = 2, ho = 1.

Nach Skript 4.41:

fo—f

Ji—fo 8—2 2-1
—6- o
hi

=6 —6-—— =18-6=12
ho 2 2

g1:=6-

und

16 — 8 8§—2
—6-

1 2

f3—f2
ha

fo—f1
6. =

g2 :=6- =6- =48 -18 =30

Nach Skript 4.40:
hosg + 2(h0 + hl)slll + hlsg =g = 12 = 68/1, + 28/2, =12

hlslll + 2(h1 + hg)SIQI + hgsg =g =30= 28’1/ + 68/2/ =30

) (%)= (x)

8,1,212—23’2':2 s4
6 3

In Matrixschreibweise:

6 2

"o
A-s —g<:><2 6

Berechne so:

/"
2
2'<2—S32>+68/2/:30:>4—3$/2/+68/2/:30

—1—4x+12—($2—6x+9)+4

2

22— 62+ 9)(z —1

0 = s4. Die



18sy —2sy 78 N 16s5 78 N 39

3 3 3 3 %"77%
Berechne s;:

sl 23 3

31:2—§2z>s’1':2—%:§:>s’1’:§

Allgemein gilt fiir die Berechnung der Koeffizienten:

® ap = [
° b= fk+izl,:fk — 7 (5741 +257)

5”
— 2k
.Ck_ 2

1
Sk+1—S
[ ] dk’ = ik T3

6h
Also
ag = fo=1 =3 -1-2=1-L=3
a=fi=2 =22 —F(F+2-3)=3-5-F=3
ay=fo=8 by=1t—5(0+2-F)=8-5 - F=8-%F=7%
co="4=0 do=30= 3L
a=f=i=f d=I5=§=1
a=f=%=% a="7=-%=--1

Die Splines werden wie folgt zusammengesetzt:

sk(z) = ag + bp(v — ap) + cp(x — 25)? + dip(z — x1)? (x € [Tg, Ths]

Damit:
o s(:L‘):1+E:L‘+—:U3 0<z<1)
0 16~ 16 =
o s@) =24z 4 r 124 2@—1) (1<z<3)
! 8 16 8
o1 39 13
o 32(1:):8+§(x—3)+ﬁ(w—3)2—E(:U—S)g B3<z<4)
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Bei dquidistanter Stiitzstellen-Zerlegung —1 = ¢ < x1 = % < ... < xTN_1 = % auf dem Intervall
[—1, 1] haben alle Teilintervalle die Lange % Mit Satz 4.38 (Skript) ergibt sich fiir die Fehlerabschétzung
fiir die vollstdndige interpolierende kubische Spline-Funktion s:

(-2l o)

Bilde nun die benétigten Ableitungen:

sup
z€[—1,1]

< suwp
z€[—-1,1]

/



2
1
(2.) (emz - x) = 27" 44z — = .2

e e
2 "

(3.) <6_$2 - a:) = doe ™ + 8ze * 4 42 - (—2z) - e =dze ™ + 8z — 8ale =
e

.2 2
= 12z % — 83 ®

2\ 4
(4.) (6_1,2 - ar) =12 4+ 12z - (—2x) - e — 2422 — 8. (—2x) - e =
e

122" — 2422e=%" — 9452~ + 16zt = 12¢72° — 4872~ + 16ze"

2\ (5)
(5.) <e—~’v2 - a;) =12 (—22)- e —48-2-ze ™™ — 4822 (—2z) e +16-4- 2% " +

+162* - (—2z) - e~ = —24ze ™ — 96ze " + 96237 + 6dzPe " — 3220 =

= ¢ (—1202 + 160> — 3227)

2\ (6)
6.) <e—x2 - x) — —2z¢™% (=120z 4 1602° — 322%) 4+ ¢ (=120 + 48022 — 160z*) =
(&

= e [—22 (—120 + 1602° — 3227) + (=120 + 48022 — 160z%)] =
= =" [2402? — 3202 + 6425 — 120 + 48022 — 1602] =

— =% [7202° — 4802 + 6425 — 120]
Bestimme das Maximum der 4. Ableitung durch Nullstellensuche an der 5. Ableitung. Der Faktor e’
kann wegen e’ = 0 hierfiir weggelassen werden:

& —322° +1602° — 120z = 0
& 2 (—322" + 1602 — 120) =0

Erste Nullstelle ist also ng = 0. Zur Bestimmung der anderen teile durch 8 und setze 2% =: a (Substi-
tution):

& —4a®> +20a—15=0

—20++/400 —240 —20++/160 —5++/10
- - 2

~ +0,959
-8 —8 - ’

= a12 =
Durch Einsetzen in die 6. Ableitung lisst sich feststellen, dass es sich bei den Extrema in +0,959 um

Minima handelt. Das Extremum bei 0 ist ein Maximum, denn () (0) = —120 < 0. An dieser Stelle ist
f® also maximal: f®)(0) =12, d. h.

<e—fc2 - m:) — s(z)

Wir wollen sup,e(_1 3 ‘ (e‘x2 - %) - s(:v)‘ < 0,0001, dazu brauchen wir ]{,—24 < 0,0001:

sup
z€[—1,1]

PN

12 12

—<0,000l =12<N* 10*=N>(—)] =N>19

Nt = = ” (10—4> ”

Es werden also mindestens 19 dquidistante Stiitzstellen benétigt, um die gewiinschte Genauigkeit bei
der Interpolation durch Spline-Funktionen zu erreichen.



